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摘　要：研究了人体免疫缺陷病毒 （ＨＩＶ）传播的动力学系统，描述了流行性传染病区域的人群传播规律，提
出了一类更广泛的ＨＩＶ传播的动力学系统。首先，利用泛函广义变分迭代方法对一类艾滋病的传播动力学非线
性系统求得到了近似解的迭代序列，并叙述了它的一致收敛性。通过举例，较简单地得到各次近似解。最后对

ＨＩＶ传播的动力学系统的解作了定量、定性方面的论述和展望。
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　　流行性传染病的传播，特别是艾滋病等这类人
体免疫缺陷病毒 （ＨＩＶ）的传播是生态学界、医学
界十分重视的一个研究方面。它对人类健康带来严

重的威胁。对于 ＨＩＶ传播的研究，起初只局限于
用一些观察的数据来作为分析和推断的依据。这不

能完全反映其的本质。当前对艾滋病等这类人体免

疫缺陷病毒的传播的探讨，在国际学术界已经将它

重点归化为动力学的方法［１－３］。即建立反映其基本

现象的微分系统，并用数学的解析方法求模型的近

似解。然后将其研究结果与实际观察作依据，从生

态学、医学、数学等交叉学科的理论和方法来研究

它的动态规律。本文是以一个非线性动力学 ＨＩＶ
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传播模型为基础，利用数学中的解析理论工具来研

究这类人体免疫缺陷病毒的传播。非线性问题在学

术界中是一个极为关注的研究对象。一些科研工作

者做了很多工作［４－９］。提出了许多可行的近似方

法。作者等也研究了一些非线性问题［１０－１９］。本文

是利用一个简单、有效的泛函广义变分方法研究人

体免疫缺陷病毒传播的传染人群中非线性微分系统

的模型［１］。

１　免疫缺陷病毒的传播动力学微分系统
讨论如下更广泛的一类人体免疫缺陷病毒的传

播人群的生态动力学微分系统的模型：

ｄｘ
ｄｔ＝ａ（ｘ＋ｙ）ｙ－ｂｘ＋ｆ１（ｘ，ｙ） （１）

ｄｙ
ｄｔ＝－ａ（ｘ＋ｙ）ｘ－ｃｘ

２ｙ＋

ｄｘ＋ｅ－ｆ２（ｘ，ｙ） （２）
其中ｘ（ｔ）表示在 ＨＩＶ传播区域内的感染者人数，
ｙ（ｔ）为易感者人数，ｔ为时间，ｅ≥０为易感者的出
生率，ａ，ｂ，ｃ，ｄ为常数。在系统（１）－（２）中，ａ（ｘ＋
ｙ）ｙ项表示感染者与易感者因 “交感”而造成的患

者的增加速度，－ｂｘ项表示由于患者死亡而引起的
患者的减少速度，－ａ（ｘ＋ｙ）ｘ项表示感染者与易感
者 “交感”易感者变为患者后使得易感者减少的

速度，－ｃｘ２ｙ项表示采取一般的防疫措施后使得易
感者减少的速度，ｆ１（ｘ，ｙ）项为由于其它因素的干
扰使得感者增加的速度，－ｆ２（ｘ，ｙ）项为采取更特
殊防疫措施后使得易感者减少的速度，不妨设

ｆｉ（ｉ＝１，２）为充分光滑的有界函数。系统（１）－
（２）是一个在患区人群的ＨＩＶ传播的生态动力学模
型。我们来构造模型（１）－（２）近似解的表达式，
并从得到的表示式来研究ＨＩＶ的传播性态和规律。

首先考虑系统（１）－（２）的一类简化问题
ｄｘ０
ｄｔ＋ｂＸ０ ＝０ （３）

ｄｙ０
ｄｔ＋（ａ＋ｃＸ０）Ｘ０Ｙ０ ＝－ａＸ

２
０＋ｄｘ０＋ｅ（４）

由系统（３）－（４），不难得到它的解
Ｘ０（ｔ）＝Ｃ０ｅｘｐ（－ｂｔ） （５）

Ｙ０（ｔ）＝ ｅｘｐ－∫
ｔ

０
（ａ＋ｃＸ０）Ｘ０ｄｔ( )[ ]１ ×

∫
ｔ

０
（－ａＸ２０＋ｄｘ０＋ｅ）[ ×

ｅｘｐ∫
τ

０
（ａ＋ｃＸ０）Ｘ０ｄｔ１[ ]）ｄτ＋Ｄ ]０ （６）

式中Ｘ０由式 （５）表示。而 Ｃ０和 Ｄ０为任意常数，

它们可由系统的初始状态来决定。为了方便，我们

取无量纲参数 Ｃ０ ＝１，Ｄ０ ＝０（下同）。因此由式
（５）－（６），得

Ｘ０（ｔ）＝ｅｘｐ（－ｂｔ） （７）
Ｙ０（ｔ）＝

ｅｘｐ－∫
ｔ

０
（ａ＋ｃｅｘｐ（－ｂｔ１( ））[ ×ｅｘｐ（－ｂｔ１）ｄｔ１) ]　　×

∫
ｔ

０
［（－ａｅｘｐ（－２ｂτ）＋ｄｅｘｐ（－ｂτ）＋ｅ[ ］×

ｅｘｐ∫
τ

０
（ａ＋ｃｅｘｐ（－ｂｔ１））ｅｘｐ（－ｂｔ１）ｄｔ１[ ]）ｄτ＋Ｄ ]０

（８）

２　广义泛函变分迭代
现讨论ＨＩＶ生态动力学非线性微分系统（１）－

（２）的解。显然，非线性微分系统一般是不能用有
限项的初等函数来得到其精确解的。为此下面用泛

函广义变分迭代方法来求其近似解。

引入一组泛函Ｆｉ（ｉ＝１，２）：
Ｆ１［ｘ］＝ｘ－

∫
ｔ

０
λ１（τ）

ｄｘ
ｄτ
＋ｂｘ－ａ（珋ｘ＋珋ｙ）珋ｙ－ｆ１（珋ｘ，珋ｙ[ ]）ｄτ

（９）

Ｆ２［ｙ］＝ｙ－∫
ｔ

０
λ２（τ）·

ｄｙ
ｄτ
＋（ａ＋ｃ）珋ｘ２珋ｙ＋ａ珋ｘ２－ｄ珋ｘ－ｅ＋ｆ２（珋ｘ，珋ｙ[ ]）ｄτ

（１０）
其中 珋ｘ，珋ｙ分别为 ｘ，ｙ的限制变量［２０］，而 λｉ（ｉ＝１，
２）为一组Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子。

取泛函 （９） －（１０）的变分，并令其为零：
δＦ１ ＝δ，

ｘ－［λ１δｘ］υ＝ｔ＋∫
ｔ

０

ｄλ１
ｄτ
－ｂλ[ ]１ δｘｄτ＝０，

δＦ２ ＝δｙ－［λ２δｙ］υ＝ｔ＋∫
ｔ

０

ｄλ２
ｄτδ
ｙｄτ＝０

于是

ｄλ１
ｄｔ－ｂλ１ ＝０，　λ１｜τ＝ｔ＝１；

ｄλ２
ｄτ
＝０，　λ２ τ＝ｔ＝１

故有

λ１（τ）＝ｅｘｐ（ｂ（ｔ－τ））， λ２（τ）＝１（１１）
由关系式（９）－（１０），我们构造如下一组广义变分
迭代式：

ｘｎ＋１（ｔ）＝ｘｎ（ｔ）－∫
ｔ

０
ｅｘｐ（ｂ（ｔ－τ））·

１６
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ｄｘｎ
ｄτ
＋ｂｘｎ－ａ（ｘｎ＋ｙｎ）ｙｎ－ｆ１（ｘｎ，ｙｎ[ ]）ｄτ

（１２）

ｙｎ＋１（ｔ）＝ｙｎ（ｔ）－∫
ｔ

０

ｄｙｎ
ｄτ
＋（ａ＋ｃ）ｘ２ｎｙｎ[ ＋

ａｘ２ｎ－ｄｘｎ－ｅ＋ｆ２（ｘｎ，ｙｎ）]　　 ｄτ （１３）

因此，当选定一组初始迭代函数 （ｘ０，ｙ０）后，我们
可以由广义变分迭代式（１２）－（１３）决定函数序列
｛ｘｎ（ｔ）｝，｛ｙｎ（ｔ）｝。

事实上，选取初始迭代函数 （ｘ０，ｙ０）为由式
（７）－（８）表示的一组函数（Ｘ０，Ｙ０）。即

ｘ０（ｔ）＝ｅｘｐ（－ｂｔ） （１４）
ｙ０（ｔ）＝

ｅｘｐ－∫
ｔ

０
（ａ＋ｃｅｘｐ（－ｂｔ１( ））[ ×ｅｘｐ（－ｂｔ１）ｄｔ１) ]　　×

∫
ｔ

０
［（－ａｅｘｐ（－２ｂτ）＋ｄｅｘｐ（－ｂτ）＋ｅ］[ ×

ｅｘｐ∫
τ

０
（ａ＋ｃｅｘｐ（－ｂｔ１））ｅｘｐ（－ｂｔ１）ｄｔ１[ ]）ｄτ＋Ｄ ]０

（１５）
由广义变分迭代式（１２）－（１３）和初始迭代函数
（１４）－（１５），可以得到生态动力学非线性微分系
统（１）－（２）的一次近似解（ｘ１，ｙ１）：

ｘ１（ｔ）＝ｅｘｐ（－ｂｔ）－∫
ｔ

０
ｅｘｐ（ｂ（ｔ－τ））×

［－ａ（ｅｘｐ（－ｂｔ）＋ｙ０）ｙ０－ｆ１（ｅｘｐ（－ｂτ），ｙ０）］ｄτ
（１６）

ｙ１（ｔ）＝ｙ０（ｔ）＋∫
ｔ

０
ｆ２（ｅｘｐ（－ｂτ），ｙ０）ｄτ（１７）

其中ｙ０由式 （１５）表示。
依次地，生态动力学非线性微分系统（１）－

（２）的二次近似解（ｘ２，ｙ２）为

ｘ２（ｔ）＝ｘ１（ｔ）－∫
ｔ

０
ｅｘｐ（ｂ（ｔ－τ））×

ｄｘ１
ｄτ
＋ｂｘ１－ａ（ｘ１＋ｙ１）ｙ１－ｆ１（ｘ１，ｙ１[ ]）ｄτ

（１８）

ｙ２（ｔ）＝ｙ１（ｔ）－∫
ｔ

０

ｄｙ１
ｄτ
＋（ａ＋ｃ）ｘ２１ｙ１[ ＋

ａｘ２１－ｄｘ１－ｅ＋ｆ２（ｘ１，ｙ１）]　　ｄτ （１９）

其中（ｘ１，ｙ１）由式（１６）－（１７）表示。
同样，可依次地得到ＨＩＶ生态动力学非线性微

分系统（１）－（２）的更高次的表示式 （ｘｍ，ｙｍ），ｍ＝
３，４，…。

利用泛函变分原理和逐次逼近方法不难证明，

当扰动函数ｆｉ（ｘ，ｙ）（ｉ＝１，２）在本文开始设定的条
件下，用迭代关系式（１３）－（１４）得到的函数序列
｛ｘｎ｝，｛ｙｎ｝在有限时间段范围内为一致收敛的。故
（ｘｍ，ｙｍ），ｍ＝３，４，…为ＨＩＶ生态动力学非线性微
分系统（１）－（２）的ｍ次近似解，而ｘ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ，ｙ＝

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｙｎ为人体免疫缺陷病毒的传播人群的生态动力

学非线性微分系统（１）－（２）的精确解。

３　举　例
为了简单起见，设人体免疫缺陷病毒的传播人

群的生态动力学微分系统的模型（１）－（２）中的参
数为无量纲数：ａ＝ｂ＝ｃ＝ｄ＝１，ｅ＝０，而扰动函
数分别为ｆ１ ＝ｓｉｎｙ，ｆ２＝ｃｏｓｘ，这时ＨＩＶ生态动力
学微分系统的模型（１）－（２）为

ｄｘ
ｄｔ＝（ｘ＋ｙ）ｙ－ｘ＋ｓｉｎｙ （２０）

ｄｙ
ｄｔ＝－（ｘ＋ｙ）ｘ－ｘ

２ｙ＋ｘ－ｃｏｓｘ （２１）

由式（１４）－（１５），广义变分迭代的初始函数为
ｘ０（ｔ）＝ｅｘｐ（－ｔ） （２２）

ｙ０（ｔ）＝ｅｘｐ－∫
ｔ

０
（１＋ｅｘｐ（－ｔ１））ｅｘｐ（－ｔ１）ｄｔ( )１ ×

∫
ｔ

０
（－ｅｘｐ（－２τ）＋ｅｘｐ（－τ[ ））×

ｅｘｐ∫
τ

０
（１＋ｅｘｐ（－ｔ１））ｅｘｐ（－ｔ１）ｄｔ( )１ ｄ]τ（２３）

由式（１６）－（１７），ＨＩＶ生态动力学非线性微分系
统（１）－（２）的一次近似解（ｘ１，ｙ１）为

ｘ１（ｔ）＝ｅｘｐ（－ｔ）＋∫
ｔ

０
ｅｘｐ（ｔ－τ）×

［（ｅｘｐ（－τ）＋ｙ０）ｙ０＋ｓｉｎｙ０］ｄτ （２４）

ｙ１（ｔ）＝ｙ０（ｔ）＋∫
ｔ

０
ｃｏｓ（ｅｘｐ（－τ））ｄτ （２５）

其中ｙ０由式 （２３）表示。
由式（１８）－（１９），ＨＩＶ生态动力学非线性微

分系统（１）－（２）的二次近似解（ｘ２，ｙ２）为

ｘ２（ｔ）＝ｘ１（ｔ）－∫
ｔ

０
ｅｘｐ（ｔ－τ）×

ｄｘ１
ｄτ
＋ｂｘ１－ａ（ｘ１＋ｙ１）ｙ１－ｓｉｎｙ[ ]１ ｄτ，

ｙ２（ｔ）＝ｙ１（ｔ）－

∫
ｔ

０

ｄｙ１
ｄτ
＋２ｘ２１ｙ１＋ｘ

２
１－ｘ１＋ｃｏｓｘ[ ]１ ｄτ

其中（ｘ１，ｙ１）由式（２４）－（２５）表示。
可以继续得到人体免疫缺陷病毒的传播人群的

生态动力学微分系统的模型（２０）－（２１）的更高次
近似解。

２６
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４　结　论
１）由人体免疫缺陷病毒的传播人群的生态动

力学微分系统的模型（１）－（２）的近似解的解析展
开式，我们能够研究 ＨＩＶ的传播性态和规律，并
利用微分系统的模型参数来发现和控制人体免疫缺

陷病毒的传播区域内在不同时间内的感染者人数和

易感者人数和采取措施来控制感染者人数和易感者

人数。

２）从数学观点来看，广义变分迭代法是一个
解析的方法。它不同于通常的数值求解法，更不是

简单的模拟。本方法得到的解的近似解析表示式，

还可进行解析运算。例如可以由得到的近似解析表

示式进行定性和定量方面的研究。诸如，用微分的

方法算出感染者和易感染者数量的变化速度、画出

在不同时间的数量变化曲线，并发现其规律和预报

感染者和易感染者在相关时期内的数量和发展趋向

的规律等等。
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